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Rappelons que, i Ctant un entier 20, on dit qu’un corps commutatif K 
a la propriete Ci (resp. la propriete Ci forte) si, pour tout couple (d, n) 
d’entiers 21 tels qu’on ait it > di, tout ClCmentf de K[X, ,..., X,], non nul, 
de degre d et homogene (resp. sans terme constant) possede un zero non banal 
dans K. Ces proprietes ont CtC CtudiCes par S. Lang dans [27] et par M. Nagata 
dans [34]; dans cet article, Nagata remarque qu’on peut Ctendre la definition 
ci-dessus au cas oti i est un nombre reel 30 et, dans [28], Lang generalise 
la definition de la propriete Ci comme suit: l’entier d est astreint Q appartenir 
a une partie de l’ensemble des entiers 21, stable pour la multiplication. 
Dans ce texte, je reprends l’etude des proprietes Ci en traitant les gene- 
ralisations dont je viens de parler et en gCnCralisant encore sur deux points: 
je considhe des anneaux indgres au lieu de corps et je definis une propriete 
Ci qui concerne les polynomes homogenes pour la graduation de type Z/(m), 
m Ctant un entier >, 1, d’une algebre de polynomes. Comme les connaissances 
que l’on possede sur la propriete C, sont loin de se borner a ce que j’expose 
ici, j’ai essay6 de donner une bibliographie complete. 
Je tiens a remercier Messieurs Claude Chevalley et Jean-Pierre Serre qui 
m’ont aide dans ce travail et a dire que la demonstration du Theo&me 2 de 
la Section II est due a Serre. Je saisis l’occasion presente pour remercier les 
professeurs de 1’Universiti: de Queen’s pour leur hospitalit durant mon 
sejour au Canada. 
TERMINOLOGIE 
Nous utilisons la terminologie et les notations des “Elements de mathe- 
matique” de N. Bourbaki ainsi que celles de la seconde edition des 
“Foundations of algebraic geometry” de A. Weil. 
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Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux que nous considerons 
sont supposes commutatifs. Dans tout le texte, A designe un anneau 
commutatif; dans les Sections II et III, A designe un anneau indgre. 
Soient A un anneau commutatif non nul et M un A-module libre, nous 
appelons rang de M le cardinal d’une quelconque des bases de M, deux 
telles bases &ant Cquipotentes en vertu de Bourbaki, A, II, p. 98, corollaire. 
Toutes les algebres que nous considerons sont supposees uniferes. 
I. PR~LIMINAIRES 
1. PolynGmes 
Soient f = (j&1 une famille et / une partie de 1, on appelle restriction de 
f 8 J la famille indexee par J, dont 1’ClCment d’indice j est fj . Soient E et F 
deux ensembles, u une application de E dans F et e = (e& une famille 
d’elements de E, on note u(e) la famille indexee par I, dont 1’ClCment d’indice 
i est u(e,). Soient E et I deux ensembles, on note (E), la famille index&e par 1, 
dont 1’ClCment d’indice i, pour i dans 1, est E. 
On appelle systeme d’entiers, tout Clement du Z-module libre ZcN’. Soit 
x = (QipN un systeme d’entiers, on appelle support de x, l’ensemble des 
entiers i tels que xi soit non nul; on appelle rang de x et on note rang (x) 
la somme CioN xi ; on dit que x est a coefficients positifs, si pour tout entier i, 
on a xi 2 0. On considkre I’ensemble Z rN) des systemes d’entiers comme la 
Z-algbbre du monoi’de N muni de la multiplication. 
Soit n un entier, on note (rz) 1’ClCment d’indice n de la base canonique de 
ZIN’. Soient a,..., 1 des entiers explicites, on note (Q,..., 1) le systeme d’entiers 
(a) + ... + (I). Soit rz = (rrJiGI une famille finie d’entiers, on appelle systeme 
d’entiers associe 2 71 et on note rile systeme d’entiers Cial (n,). Convenons que 
les systemes d’entiers que nous considererons desormais sont a coefficients 
positifs et tels que 0 n’appartienne pas a leur support. 
Soient I un ensemble, A et B deux anneaux et p un homomorphisme de 
A dans B, on note p l’homomorphisme d’anneau de A[X& dans B[X& 
qui prolonge p et qui, pour tout i dans I, applique X, en Xi . On convient 
de restreindre le sens de I’expression “famille de polynomes” de la manitre 
suivante: une famille de polynomes sera une famille dont les elements 
appartiennent a une meme algebre de polynomes. Soit f = ( fJiEl une famille 
de polynomes, on dit quef est homogene (resp. sans terme constant), si, pour 
tout i dans I, fi est homogene (resp. sans terme constant). Soient f = (f& 
une famille d’elements de A[X,],,, , B une A-algebre associative et commu- 
tative et x un element de BS, on note f(x) I’tlement de B1 dont la i-&me 
coordonnee est fi(x), 
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Soient f un element (resp. une famille indexee par S d’elements) deA[X&, 
et B une A-algebre associative et commutative, on appelle fonction polynome 
definie par f et par B, l’application de Br dans B (resp. dans Bs) qui a x 
appartenant a Br fait correspondref(x); soit z un Clement de B’, on dit que x 
est un zero de f dans B, si l’on a f(z) = 0; si f est saris terme 
constant, l’element neutre du groupe additif B’ est un zero de f dans B, dit 
banal. 
On convient que l’expression “f est un polynome de degre p (resp. de 
degre <p, resp. de degre congru a p modulo n)” signifie “f est nul ou bien, 
dans le cas contraire, le degri: de f est p (resp. le degre de f est <p, resp. 
le degre de f est congru a p modulo n)“. Soit f = (f& une famille de 
polynomes dont tous les elements sont non nuls, on appelle degre de f, 
la famille index&e par I, dont 1’ClCment d’indice i est le degre de fi . 
Soient f = ( fJisI une famille de polynbmes et p = (p& une famille 
d’entiers, on dit que f est de degre p (resp. de degre <p, resp. de degre 
congru a p modulo n), si, pour tout i dans I, fi est de degre pi (resp. de degre 
<pi , resp. de degre congru a pi modulo n) et on appelle composante 
homogene de degre p de f, la famille indexee par I, dont 1’ClCment d’indice i, 
est la composante homogene de degre pi de fi . Soient f un polynbme (resp. 
une famille de polynomes) et m un entier (resp. une famille d’entiers) tels 
que .f soit de degre m, la composante homogene de degre m de f ne depend 
pas de m et est appelee la composante homogene de plus haut degre de f. 
PROPOSITION 1. Soient I un ensemble fini, f une famille d’e’le’ments de 
A[X&,t de degre’p, F la composante homogkne deplus haut degre’ de f, g = ( gi)i,I 
une famille non nulle de polyndmes SW A, q le plus grand des degres des gi non 
nuls et G la composante homogene de g de degre’ (q), . Alors f ( g) est de degre’ <qp; 
supposons, de plus, que f soit homogene ou bien qu’on ait q > 0, alors la 
composante homogene de degre’ qp de f(g) est F(G). 
Demontrons la seconde affirmation de 1’CnoncC: lorsque f est homogene, 
c’est une consequence de la formule de Taylor (Bourbaki, Alg., Chap. 4, 
$5, no 8, Prop. 9); le cas oti q est >0 se deduit du precedent. 
Soient n > 1 un entier et B = A[X&, une algebre de polynomes sur A, 
la structure de A-algebre grad&e de type Z/(n), deduite de celle de type 
Z par l’homomorphisme canonique de Z sur Z/(n), est dite canonique; un 
Clement de B homogene pour cette graduation est dit n-homogene; une 
famille d’elements de B est dite n-homogene, si chacun de ses elements est 
n-homogene. 
PROPOSITION 2. Soient I un ensemble fini, f une famille d’&nents de 
-WCli,, , n-homogene et de degre’ p, g = (g&t une famille non nulle et 
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n-homogene de polyndmes SW A et q le plus grand des degres des gi non nuls. 
Supposons que g soit de degre’ e(q), et congru a (q)t modulo n, alors f(g) est 
n-homogdne et de degre’ <qp et congru a qp module n. 
Soient I un ensemble, j un objet n’appartenant pas Q I, K la reunion de I 
et de {j}, u I’injection canonique de A[X& dans AIXklkeK , f un Clement de 
A[X&t , fn , pour n entier, la composante homogene de degre n de f et d 
un entier tel que f soit de degre d, on appelle homogCnCisC de f par rapport 
a Xi , 1’ClCment ~~~~ X3%( fdpm) de A[X&,, . Soit g = ( gJsss une famille 
de polynomes, on appelle homogCnCisCe de g par rapport a X, , la famille 
indexee par S, dont 1’ClCment d’indice s est 1’homogCnCisC de g, par rapport 
2 x, . 
Soient I et J des ensembles disjoints, I’ et /’ des ensembles disjoints, f une 
famille indexee par I d’elements de AIXiliEI* , g une famille indexee par J 
d’elements de AIXjljEJ, , S la reunion de I et J, s’ la reunion de I’ et _T’ et i’ 
et j’ les injections canoniques de A[X&, et de A[X&, dans A[X,],,s, , 
on appelle juxtaposition de f et de g la famille indexee par S dont la restriction 
a I est i’( f ) et dont la restriction a J est j’( g). 
Soient f = (fSLES et g = (g&- deux familles d’elements d’une mCme 
algebre de polynomes, on appelle produit de f par g la famille indexee par 
S x T dont 1’ClCment d’indice (s, t) est fsgt . 
PROPOSITION 3. Soient A un anneau integre, f un element non nul de 
A[X& (resp. une famille finie d’elements de A[X&t , dont aucun n’est nul), 
(HdieI une famille de parties de A telle que, pour tout i dans I, le cardinal de 
Hi soit strictement suphieur au degre’ de f par rapport h Xi (resp. a la somme des 
degres par rapport a Xi des elements de f ), alors il existe un element x de nip1 Hi 
tel qu’on ait f (x) # 0 (resp. tel que chaque element de f (x) soit non nul). 
On peut supposer I fini. Le cas d’une famille se ramene a celui d’un 
polynome en considerant le produit des elements de la famille. On raisonne 
alors par recurrence sur card(I); lorsque I est vide, c’est clair; supposons la 
propriete demontree pour card(I) = n et demontrons la pour card(I) = n + 1. 
Soient 01 un Clement de I, J le compltmentaire de {a} dans I, u l’injection 
canonique de A[X& dans A[X& , d le degre de f par rapport a X, et 
g, ,..., g, les elements de A[X& tels qu’on ait f = Czlz u( gm) Xavh. Soit 
k un entier <d tel que g, soit non nul, l’hypothese de recurrence appliquee a 
g, et a la restriction a J de la famille (H&t fournit un Clement y = ( yj)jeJ 
de lJliEJ Hj tel que glc( y) soit non nul. Soit F 1’ClCment de A[X] obtenu en 
substituant dans f l’indeterminee X a X, et yj a Xj , pour j dans J; F est non 
nul et de degre strictement inferieur au cardinal de H, , done, en vertu de 
Bourbaki, Alg., Chap. 4, $2, no 4, Th. 2, il existe .z dans H, tel qu’on ait 
F(z) # 0. 
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COROLLAIRE 1. Soient K un corps fini a q elements et f un element non nul 
de K[X&,, (resp. une famille fkie d’e’lements de KIXJiE1 , dont aucun n’est 
nul); supposons que, pour tout i dans I, le degrk de fi par rapport a Xi (resp. 
la somme des degre’s par rapport a Xi des elements de f ) soit strictement inferieur 
(e) a q, alors il existe un element, x de K’ tel que f (x) soit non nul (resp. tel que 
chaque &me& de .f (x) soit non nul). 
COROLLAIRE 2. Soient K un corps jki a q elements, UZ l’ideal de KIXiliEr 
engendrepar les polyndmes Xig - Xi , pour i dans I, et f un element de KIXiliEr , 
pour que la fonction polyn6me definie par f et par K soit nulle, il faut et il sufit 
que f appartienne h CT. 
11 est clair que la fonction polynome definie par un Clement de GZ et par K 
est nulle. Inversement, soit f un Clement de K[X& , on voit aisement qu’il 
existe des elements g et h de KIXiliE1 tels qu’on ait f = g + h, que g 
appartienne a 02 et que h soit de degre fq - 1 par rapport a chacune de ses 
indetermintes; si la fonction polynome definie par f et par K est nulle, celle 
definie par h et par K est nulle, done h est nul d’aprb le corollaire precedent. 
2. Polynomes norme et norme reduite 
Le definition suivante est plus generale que celle de Bourbaki, A, III, p. 110. 
DEFINITION 1. Soient B une A-algtbre ayant une base finie et b un 
Clement de B, on appelle norme de b relativement a B et a A et on note 
N,,,(b), le determinant de l’endomorphisme du A-module B, qui a x dans B 
associe bx. 
PROPOSITION 4. Soient B une A-algebre associative, ayant une base jinie, 
BQ l’algebre oppose’e de B et x un element de B, alors les quatre conditions 
suivantes sont equivalentes : x est inversible a droite darts B; x est inversible a 
gauche dam B; NBIA(x) est inversible dans A; NsoIA(x) est inversible darts A. 
L’une quelconque des deux premieres conditions entraine l’une quelconque 
des deux dernihes, en vertu de la multiplicativite de la norme dans une 
algebre associative et la reciproque resulte de Bourbaki, A, III, p. 111, Prop. 3. 
PROPOSITION 5. Soient B une A-algkbre ayant une base finie, B” l’algebre 
opposee de B, x un e’lement de B et a), b), c) et d) les propriMs suivantes: a) la 
multiplication a gauche par x dans B est injective; b) la multiplication a droite 
par x dans B est injective; c) N,,,(x) n’est pas diviseur de zero darts A; d) 
NBo,,(x) n’est pas diviseur de zero dans A. Alors a) et c) sont equivalentes; 
b) et d) sont equivalentes; de plus, si B est alternative, deux quelconques de 
a), b), c) et d) sont equivalentes. 
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L’equivalence de a) et c) ainsi que celle de b) et d) resultent de Bourbaki, 
A, III, p. 91, Prop. 3. 11 suffit de montrer que, lorsque B est alternative, 
a) entraine b), puisque ce resultat applique a B” et a x fournit l’implication 
reciproque. Supposons B alternative et la condition a) satisfaite. Soient u la 
multiplication a gauche par x dans B, p le polynome caracteristique de u et n 
le nombre des elements d’une base finie de B, alors p a pour terme constant 
(- 1)” NBIA(x) et on ap(u) = 0, en vertu de Bourbaki, A, III, p. 107. Soit ls 
l’element unite de B, on a p(u)(l,) = 0, d’oh p(x) = 0. Soit y dans B tel 
que yx = 0, on a yp(x) = 0, d’oh NBIA(x)y = 0, et, comme la condition 
c) est satisfaite, on a y = 0, ce qui demontre b). 
Soient B une A-algebre ayant une base finie ZI = (z&, , A’ l’anneau 
AIXJi,l et B’ la A’-algebre A’ gA B, alors B’ a la famille (1 @ r&1 comme 
base et on appelle polynome norme de B sur A relatif a v la norme 
de CiEI Xi @ V~ relativement a B’ et a A’. Notons N, le polynome norme 
ainsi defini, alors N, est un Clement de A[X&r , homogene, de degri: card I 
et tel que, pour toute famille (a&., d’elements de A, on ait 
En effet, soit Vi la matrice par rapport a z, de la multiplication a gauche par 
z+ dans B, on a N,,A(C,,l a~~) = det(&,r aiVJ; la matrice par rapport a 
(1 @ wJiEI de la multiplication a gauche par J+& Xi @ oi dans B’ est 
CiEI XiVi et on a N, = det(Ciel XiVi). 
PROPOSITION 6. (i) Soient K un covps et L un SUYCOY~S de K, de degre 
fini, tout polyndme norme de L SUY K, considers’ comme polyndme su7 me cl&we 
algebrique de K, est WI. produit de polyn6mes homogenes de degre 1. 
(ii) Soient K un corps, K, une cloture separable de K et f un element non 
nul et extrt%nal de K[X& , produit de 1 e’lements extrtkaux de Ks[XiliEI ; 
alors il existe un element X de K, un polyndme n qui est polyndme norme par 
rapport iz K d’une extension de K, separable, de degre’ 1 et une famille g d’t%?ments 
de K[XJier tels qu’on ait f = An(g). 
L’affirmation (i) est une consequence de Bourbaki, Alg., Chap. 8, $12, 
no 2, Prop. 4. Demontrons (ii). On peut supposer 1 fini. Soient u un Clement 
extremal de K,[X&r divisant f et ayant l’un de ses coefficients Cgal a un, M 
l’extension de K engendree par les coefficients de u, m le degre de M sur K 
et or ,..., 0, les K-homomorphismes de M dans K, . Les U{(U) sont des 
elements extremaux de KJX&,, qui divisent f; ils sont deux a deux &rangers, 
car, si U,(U) et Us ne sont pas Ctrangers, I’un est le produit de l’autre par 
un Clement de K, , done ils sont Cgaux et on a ITS = on. L’anneau KJX&,, 
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est factoriel, en vertu de Bourbaki, Alg. Comm., Chap. 7, $3, no 5, Cor. du 
Th. 2; doncf est divisible par le produit des Us qui vaut NMIK(u), en vertu 
de Bourbaki, Alg., Chap. 8, 912, no 2, Prop. 4. Done f est de la forme 
W,,,(u) avec h dans K. On a m = E, puisque KJX&,, est factoriel, et on 
conclut. 
PROPOSITION 7. Soient K un corps, B une K-algebre simple de centre K 
et de rang fini sur K, B0 l’algebre opposb de B et x un element de B, les six 
proprie’tes suivantes sont t!quivalentes: x est inversible h droite darts B; x est 
inversible a gauche darts B; x nest pas diviseur de zero h gauche darts B; x nest 
pas diviseur de zero a droite dans B; Nrd,,,(x) # 0; NrdSOIK(x) # 0. 
Cela resulte des Propositions 4 et 5 ci-dessus et de Bourbaki, Alg., Chap. 8, 
$12, no 3, Prop. 8. 
Soient K un corps, B une K-algebre simple, de centre K et de rang n2 
sur K, n &ant un entier, v = (r& une base de B, K’ le corps K(X& et 
B’ la K’algebre K’ OK B, alors B’ est une K’-algebre simple de centre 
K’ et de rang n2 sur K’, en vertu de Bourbaki, Alg., Chap. 8, $7, Cor. 2 du 
Th. 2 et $1, Cor. de la Prop. 3 et on appelle polynome norme reduite de B 
sur K relatif a v, la norme reduite de Cicl Xi @ voi sur K’. Notons Nrd, 
l’objet ainsi defini, alors Nrd, est un Clement de K[Xi]i,r , non nul, homogene, 
de degre n et, pour toute famille (k&t d’elements de K, on a 
En effet, soient L un corps neutralisant de B, h un isomorphisme de L OK B 
sur A&(L), L’ le corps L(XJiEr, et, pour i dans I, Vi = h(1 @ vi), on a 
NrdBIK(& k,v,) = det&, kiV2); 1 @ h est un isomorphisme de L’ & B’ 
sur A&(L’) et on a Nrd, = det(&IXiVi). 
3. Le theordme de Chevalley-Warning 
TH~OR~ME 1. Soient K un corps fini de caracte’ristique p et f = ( fi)i=l,. . . ,711 
une suite d’e’lements de K[X, ,..., X,], de degre’ (di)i=, ,..., m telle qu’on ait 
n > dI + ... + d, , alors le nombre des zeros de f dans K est un multiple de p. 
Le lecteur pourra consulter [40, p. 131, pour la demonstration. 
COROLLAIRE 1. Soient K un corps fini de caracte’ristique p, f = ( fi)i=l,. . ,nr 
une suite d’t%%ents de K[X, ,..., X,] de degre (di)i,l,,..,m. et F la composante 
homogkrze de plus haut degre’ de fi alors, si l’on a n > dI + ‘*. + d,,, , le nombre 
des zeros de f darts K est congru modulo p au nombre des zeros de F dans K. 
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Soient 4 le nombre des elements de K, h l’homogeneise de f par rapport a 
X,,, et f ‘, F’ et h’ les nombres de zeros de f, F et h dans K. Les zeros de h 
dans K se composent de ceux dont la n + l-&me coordonnee est nulle, dont 
le nombre est F’ et de ceux dont la n + l-&me coordonnee est non nulle, 
dont le nombre est (4 - 1)f’; on a done h’ = F’ + (n - I)f’. Le Theoreme 1 
montre que h’ est un multiple de p, d’oti le resultat. 
COROLLAIRE 2. Soient K un corps $ni et f = (f& ,... ,~ une suite 
d’&ments de K[X, ,..., X,], de degre’ (d&, ,... ,171 , sans terme constant, telle que 
le z&o banal de f dans K soit le seul x&o de f dans K, alors on a 
n < (1: + ... + d, . 
Remarque. Sous les hypotheses du Theoreme 1, le nombre des zeros de f 
dans K est un multiple du nombre des elements de K. Ce resultat qui precise 
le ThCoreme 1 a CtC demontre par J. Ax dans [2]. 
II. ANISOTROPIE 
1. Notion de polyn6me anisotrope 
DEFINITION 1. Soient A un anneau indgre et f un polynome (resp. une 
famille finie de polynbmes sur A), en les indeterminees Xi , pour i dans 1, 
on dit que f est anisotrope si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 
(a) I est fini. 
(b) f est saris terme constant et le zero banal de f dans A est le seul 
zero de f dans A. 
On dit qu’un polynome (resp. une famille finie de polynomes) sur un 
anneau integre est isotrope, si il (elle) n’est pas anisotrope. Soient K le corps 
des fractions de A, i I’injection canonique de A dans K et f une famille 
homogene de polynomes sur A, pour que f soit anisotrope, il faut et il suffit 
que i( f ) soit anisotrope. 
EXEMPLES. 1) Soient K un corps et B une K-algebre de rang fini, telle 
que, pour x et y dans B, la relation xy = 0 entraine la nullite de x ou de y, 
alors tout polynome norme de B sur K est anisotrope en vertu de la 
Proposition 5 de la Section I. 
2) Soient K un corps et B un corps non necessairement commutatif, 
de centre K et de rang fini sur K, tout polynome norme reduite de B sur K 
est anisotrope en vertu de la Proposition 7 de la Section I. 
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3) Soient K un corps de caracteristique p > 0, m >, 1 un entier, et 
Wi=l,...,s une suite d’itlements de K lineairement independants sur le corps 
Kflm, le polynbme a,X,P” + ... + a,Xifm de K[X, ,..., X,] est anisotrope. 
PROPOSITION 1. Soient f un e’lkment anisotrope de A[X&,, (resp. une famille 
finie et anisotrope d’e’liments de AIXiliE1) et g = (g& une famille anisotrope 
de polyndmes SUY A, alors f(g) est anisotrope. 
Soient f un Clement anisotrope de AIXilisl (resp. une famille finie et 
anisotrope d’elements de AIXiliEI), J une partie de 1, et g l’element (resp. 
la famille d’elements) de AIXjliGJ obtenu (e) en substituant dans f l’indeter- 
mince Xj a Xj pour j dans J et 0 a Xi pour i dans I, mais non dans J; alors g 
est anisotrope et s’appelle le polynome anisotrope (resp. la famille anisotrope 
de polynbmes) obtenu (e) en annulant dans f les indeterminees dont l’indice 
n’est pas dans J. 
Soient I, I’, J et J’ quatre ensembles finis tels que I et J soient disjoints 
ainsi que I’ et J’, f une famille, indexee par I, d’elements de A[X&, , g une 
famille, indexee par J, d’elements de AIXjljeJ, et h la juxtaposition de f et 
de g; pour que h soit anisotrope, il faut et il suffit que f et g le soient. 
Sous les hypotheses precedentes, soit encore n une famille index&e par 
1 v J d’elements de AIXk]kGl,UJ,, dont la restriction a I est nulle et dont tout 
Clement appartient a l’ideal Ciel, (X,), a ors, si .f et g sont anisotropes, h + n 1 
est anisotrope; en effet, soient x un zero de h + n dans A et y la restriction 
dexaI,onaf(y)=O,d’otiy=O, on en tire n(x) = 0, puis h(x) = 0 et 
x = 0. 
Soient f = ( fJiEI une famille finie de polynomes sur A, (di)is, une famille 
d’entiers dont aucun n’est nul et F la famille, indexee par I, dont l’element 
d’indice i est f $, alors, pour que F soit anisotrope, il faut et il suffit que f 
le soit. Soient f et g deux familles finies et saris termes constants d’elements 
d’une meme algebre de polynomes sur A, alors, pour que le produit de f par g 
soit anisotrope, il faut et il suffit que f et g le soient. 
PROPOSITION 2. Soient K le corps des fractions de A, K, une cl&we 
@arable de K et f un e’lement de AIXiliE1, non nul, anisotrope, extre’mal dans 
K[X& et produit de 1 .&ments extrLmaux de K,[XilLC1, alors il existe un 
e’l.kment X de K, un polyndme n h coeficients dam A qui est polyndme norme par 
rapport Li K d’une extension de K, st!parable, de degre’ 1 et une famille anisotrope 
g d’e’lkments de A[X& tels qu’on ait f = hn( g). 
La Proposition 6, (ii) de la Section I nous fournit des elements A,, n, et g, 
tels qu’on ait f = h,n,( gr); soient p et Y des elements non nuls de A tels que 
n = pzn, et g = vg, soient a coefficients dans A, alors on a f = &(~v)-~ n(g) 
et g est anisotrope, puisque f est anisotrope. 
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2. Les fonctions $ et C& 
DEFINITION 2. Soient K un corps (resp. A un anneau integre et n 3 1 
un entier) et s un systeme d’entiers, on note +(K, s) (resp. &(A, s)) la borne 
superieure dans la droite achevee R de l’ensemble des entiers qui sont nombre 
d’indeterminees d’une famille finie de polynomes sur K (resp. A), homogene 
(resp. n-homogene), anisotrope, dont tout Clement est non nul et dont le 
degre a s pour systeme d’entiers associe. 
Soit x 3 1 un entier, on note $(K, x) et $,(A, x) les nombres $(K, (x)) et 
&(A, (x)); soient a,..., 1 des entiers explicites dont aucun n’est nul, on note 
4(K a,..., 1) et A(4 a,..., I) les nombres #(K, (u ,..., I)) et &(A, (a ,..., I)). 
Soient K un corps, r 3 0 un entier et s et t des systemes d’entiers, on a 
cb(K s) 3 rang(s), $(K, r(l)) = r et 4(K s + t> b W, s) + WC t) et 
MA, s + 4 b MA, 4 + MA, 9. 
Soient s un systeme d’entiers, d une famille d’entiers telle que d = s et f 
une famille finie de polynomes sur le corps K (resp. sur A), homogene 
(resp. n-homogene), anisotrope et de degre d, alors le nombre des indeter- 
minces de f est inferieur ou tgal a $(K, s) (resp. &(A, s)). 
PROPOSITION 3. Soient n > 1 un entier, K un corps jni et d = (di)i=, ,... ,r 
une suite d’entiers dont aucun n’est nul, on a 
$(K,4 =+,(K4 =4+ ..-+4. 
Soit 1 > 1 un entier, K possede une extension tinie L de degre 1, en vertu 
de Bourbaki, Alg., Chap. 5, $11, no 4, Prop. 3; tout polynome norme de L 
sur K est anisotrope et homogene, done on a q5(K, I) 2 1. On en deduit 
WC 4 > 4 + ... + d, et le Corollaire 2 du Theo&me 1 de la Section I 
permet de conclure. 
PROPOSITION 4. (i) Soient K un corps, p > 1 WI. entier et s un systbme 
d’entiers. Si +(K, s) est injini, +(K, (p) . s) est injini; si $(K, s) est Jini, on a 
W, (P> .4 2 WC W, sX ~1). 
(ii) Soient n > 1 un entier, p > 1 un entier et s un systBme d’entiers. 
Si &(A, s) est infini, +,(A, (p) * s) est injni; si &(A, s) est fini, on a 
MA, (P> .s) 2 MA, AdA, S)(P)). 
Demontrons (i) (resp. (ii)). Soient f une famille finie d’elements de 
KIXiliEI (resp. A[X&), anisotrope, homogene (resp. n-homogene), dont 
aucun Clement n’est nul, de degre d tel que a = s et (g& une famille de 
polynomes sur K (resp. A), anisotrope, homogene (resp. n-homogene), dont 
chaque Clement est non nul et de degrep. Alors f ( g) est anisotrope, homogene 
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et de degre pd; d’ou (i). (resp. On peut supposer A infini; car, si A est fini, A 
est un corps fini et l’inegalite a demontrer resulte de la Proposition 3. Soient 
F la composante homogene de plus haut degre de f et G la composante 
homogene de degre ( p), de g. En vertu de 1aProposition 3 de la Section I, il 
existe une famille a = (a& d’elements de A, dont aucun n’est nul, telle 
que tout Clement de F(a) soit non nul et une famille x d’elements de A telle 
que tout Clement de G(x) soit non nul. Soit b = (ZJ& la famille d’elements 
de A telle que, pour i dans I, on ait bi = a, nTj+i Gj(x), alors tout element 
de F(bG) est non nul. La famille f (bg) es anisotrope, n-homogene, a F&G) t 
pour composante homogene de degre pd, en vertu de la Proposition 1 de 
la Section I, et a done pour degre pd; d’oh (ii).) 
COROLLAIRE 1. Soient K un corps, n 3 1 et p > 1 des entiers et s un 
systime d’entiers, on a: 
W, ( P) . s) 3 4(K, P) +(K, s) 
&zM (P) . s) 3 MA, P) MA, s)- 
COROLLAIRE 2. Soient K un corps, n >/ 1, p 3 1 et Y >, 0 des entiers, on a 
WC P’) 2 4(K, P)’ et 4,(A, P’) 3 MA, P>‘. 
PROPOSITION 5. Soient n >, 1, d > 1 deux entiers et s un systBme d’entiers 
de rang Y tels que d appartienne au support de s et que les t%ments de ce support 
soient <d et congrus & d module n, alors on a &(A, s) < &(A, r(d)). 
En ef% soitf = (fi)i=l,....r une famille de polynomes sur A, dont aucun 
Clement n’est nul, anisotrope, n-homogene, telle que s soit le sysdme d’entiers 
associe au degre de f, que les fi d’indice <k soient de degre d et que les fi 
d’indice >k soient de degre <d - 1. Soit g = ( gi)i=l,..,,r la famille de 
polynomes telle que, pour i < k, on ait g, = fi et que, pour i > k, on ait 
gi =fi+fi; alors g est anisotrope, n-homogene et a tous ses elements non 
nuls et de degre d. 
PROPOSITION 6. Soient K un corps injini et d >, 1 un entier tels qu’on ait 
+(K, d) = 1, alors tout polyndme SUY K, non nul, de degre’ d, dont l’ensemble 
des zkos duns K est jini, a une inde’terminLe; en particulier, on a $,(K, d) = 1. 
Raisonnons par l’absurde, en supposant qu’on ait un Clement f de 
K[X, , X2], non nul, de degre d, dont l’ensemble des zeros dans K soit fini. 
Identifions l’espace affine S2 au complementaire d’une droite de l’espace 
projectif P2 et S1 au complementaire d’un point de Pl. Soient r le diviseur 
de P2 qui induit (f) sur S2 et dont le support ne contient pas la droite a 
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I’infini, D une droite de P2, definie sur K, ne contenant aucun des points a 
l’infini de r, aucun des zeros de f dans K et coupant r proprement et h un 
isomorphisme de D sur Pl, defini sur K, appliquant le point a I’infini de D 
en le point a I’infini de Pl. Alors h(T D), consider6 comme un cycle de Sr, 
est le diviseur d’un Clement u de K[X,], de degre d et n’ayant pas de zero 
dans K; I’homogCnCisC de u par rapport a X, est un Clement de K[X, , X2], 
homogbne, de degre d et anisotrope, ce qui est absurde. 
3. Les dimensions diophantiennes 
On appelle partie multiplicative de N, toute partie S de N ayant les quatre 
proprietes suivantes: 0 n’appartient pas a S; 1 appartient B S; S # (i}; 
tout produit de deux elements de S appartient a S. 
DEFINITION 3. Soient K un corps et S une partie multiplicative de N, 
on appelle S-dimension diophantienne de K et on note dd,(K) la borne 
superieure dans la droite achevee R de l’ensemble des nombres de la forme 
log,+(K, x) pour un entier x appartenant a S et distinct de 1. Soient A un 
anneau integre et n > 1 un entier, on appelle n-dimension diophantienne de 
A et on note dd,(A) la borne superieure dans ?i de l’ensemble des nombres 
de la forme log,+,(A, .T) pour un entier x > 1 et Ctranger a n. 
Avec ces notations, on a dd,(K) > 0 et dd,(A) 3 0. Soient K un corps et 
N* le complementaire de (0) dans IV, la N*-dimension diophantienne de K 
s’appelle la dimension diophantienne de K et se note dd(K). 
EXEMPLE. Soient K un corps fini, n 3 1 un entier et S une partie 
multiplicative de N, on a dd,(K) = dd,(K) = 1, vu la Proposition 3. 
Soient K un corps, S et T deux parties multiplicatives de N telles qu’on 
ait SC T, on a dd,(K) < dd,(K). Soient K un corps, n 2 1 un entier et S 
la partie multiplicative de N formee des entiers 21 et &rangers a n, on a 
dd,(K) < dd,(K). Soient m 2 1 et 71 2 1 des entiers tels que n soit un 
multiple de m, on a dd,(A) < dd,(A). 
Remarque 1. Soient K un corps, S une partie multiplicative de N et 
Y > 1 un entier, alors, appliquant le Corollaire 2 de la Proposition 4 aux 
elements de S qui sont < r, on a 
dds(K) = SUP log,4(K 4; 
ecS,x>r 
done on a 
dd,(K) = lim sup log, +(K, x), 
ess 
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la limite superieure Ctant relative B la trace sur S du filtre de FrCchet. De 
meme, si n 3 1 et Y > 1 sont des entiers et si l’on note (a, b) le p. g. c. d. 
de deux entiers a et b, on a 
Remarque 2. Soient K un corps, S une partie multiplicative de N et T 
l’ensemble des entiers t 3 1 tels qu’il existe un entier n > 0 tel que t” 
appartienne a S, alors T est une partie multiplicative de N contenant S 
et, appliquant le Corollaire 2 de la Proposition 4 aux elements de T, on a 
ddr(K) = dds(K). 
Remarque 3. Soient K un corps, S une partie multiplicative de N et 
r > I un entier tels que S contienne un multiple de r, alors l’ensemble T 
forme de 1 et des elements de S qui sont multiples de r est une partie 
multiplicative de N contenue dans S et on a ddr(K) = dd,(K). En effet, 
soit t # 1 un Clement de T, on a dd,(K) >, SUP,,~ log,,$(K, tx); d’ou 
d&(K) 3 sup,,.,- log,, $(K, x); d’oh 
dd,(K) 3 liFe Fp(log x)(log tx)-l log, 4(K, x); 
d’oh, en vertu de la Remarque 1, d&(K) > dd,(K); d’oh enfin 
dd,(K) = dd,(K). 
THBOR~ME 1. (i) Soient A un corps, S une partie multiplicative de N, 
N = dd,(A), d un t%Cment de S, r > 0 un entier et supposons qu’on ait 
0 < 01 < +a, alors on a $(A, r(d)) 6 rda. 
(ii) Soient n > 1 un entier, 01 = dd,(A), d un entier >l et e’tranger & 
n, r > 0 un entier et supposons qu’on ait 0 < 01 < +cQ, alors on a 
MA, r(d)) d da. 
Demontrons (i) (resp. (ii)). Nous noterons [x] la partie entiere d’un nombre 
reel x et v la fonction #J (resp. &). On peut supposer r 3 1. Raisonnons par 
l’absurde en supposant qu’on ait q(A, r(d)) > rdQ. Soient m un entier tel que 
v(A, r(d)) > m > rd@ et a un nombre reel tel que mr-l > a > dd. Le 
Corollaire 2 de la Proposition 4 nous fournit un Clement p de S (resp. un 
entier p >, 1 et &ranger a n) tel qu’on ait C&A, p) > mr(m - ar)-l. Soit 
(n& la suite d’entiers definie par ni = v(A, pdi). 
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Pour tout entier i, on a n,+r > v(A, Qd)) en vertu de la Proposition 4; 
d’oh n,+i 3 &4, ~[n~~-l](d)); d’oti ni+r > [ndr-‘1 &4, r(d)); d’oh nifl > 
m[niyrl]. Pour tout i, on a nifl , > ani ; en effet, supposons cette inegalite 
demontree pour les entiers <p et demontrons la pour I’entier p; la suite 
(ni)i=O,...,p est croissante; on a n, 3 mr(m - ar)-l; d’oh 
n 17+1 > m[n,rl] > m(n,rl - 1) > an9 . 
Soit (u& la suite definie par ui = n&di)-“; on a uifl/ui > a/d*; done ui 
tend vers l’infini, lorsque i croit indefiniment; il existe un entier 1 tel qu’on 
ait uI > 1, c’est a dire v(A, pdl) > (pdz)a, ce qui est absurde. 
PROPOSITION 7. (i) Soient A un corps, S une partie multiplicative de 
N et d = ML,...,~ une suite d’&ments de S; supposons que OL = dd,(A) soit 
un entier 31 et que, pour tout x dans S, on ait #(A, x) = xa, alors on a 
&A, d) = dIa + ... + dia. 
(ii) Soient n > 1 un entier et d = (dL)L=l,..,,i une suite d’entiers 31 et 
hangers iz n; supposons que M = dd,(A) soit un entier 31 et que, pour tout 
entier x > 1 et hanger & n, on ait &(A, x) = xn, alors on a &(A, d) = 
4” + ... + dia. 
Demontrons (i) (resp. (ii)). 11 suffit de montrer que, si (fL)L=l,,..,i est une 
suite d’elements de A[X, ,..., X,], anisotrope, de degre d et homogene 
(resp. n-homogene), on a p < dIa + ‘.. + diDi. Soient e = dI ... di et, pour 
‘ = l,..., i, eL = ed,-’ et n, un Clement de A[X, ,..., XeLa], anisotrope, de 
degre eL , homogene (resp. n-homogtne). Pour I = I,..., i et E = l,..., e”, 
soit fL,< l’tlement de A[X, ,..., X,,,], obtenu en substituant dans fi l’inde- 
terminee XG-~)~+~ a Xj pour j = l,..., p. Pour L = l,..., i et 6 = I,..., dia, 
soit g,, le polynbme obtenu en substituant dans n,, le polynome fL,(6-l)e,a+j A 
Xj pourj = l,..., eLiy. Chaqueg,, est homogene, de degre e (resp. n-homogene, 
de degre <e et congru a e modulo n) et la famille (gLJL=r ,..., i;6=1 ,,.., d,= est 
anisotrope. Le Theoreme 1 (resp. le ThCoreme 1 et la Proposition 5) nous 
donne pew < (dIa + . .. + dia) em; d’oti p < d,= + .. . + dia. 
4. Corps de dimension xko 
LEMME 1. Soient K un corps algkbbriquement clos de caracthstique p > 0, 
q une puissance de p, B l’anneau K[X, ,. .., XV] muni de sa graduation canonique 
de type Z/(q), M et N deux B-modules grad& de type Z/(q), de type jhi, non 
Gduits h un &!ment, de dimensions m et n et z(M) et x(N) les cycles de dimensions 
m et n associh ci M et h N. Supposons qu’on ait m + n = r et que la dimension 
du B-module M ae N soit GO, alors z(M) et z(N) se coupent proprement et, 
dam le produit d’intersection x(M) . z(N), 1 e coe$kient de tout point distinct 
de l’origine est un multiple de q. 
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Soit P un point de S’ distinct de l’origine. On peut supposer que P 
n’appartient pas A l’hyperplan de S’ d’tquation X, = 0. Soient C le sous- 
anneau de B formi: des ClCments homogknes de degrC z&o et A%’ l’idkal 
maximal de B form.4 des ClCments de B qui sont nuls en P. Soient B, , C, , 
M, et N, les anneaux et modules de fractions de B, C, M et N d&finis par 
{XI*}; B, est graduC de type Z/(p), C, est le sous-anneau de B, form& des 
ClCments homogknes de degrC z&o et B, est un C,-module libre de rang 4; 
M, et N, sont des &-modules grad&s de type Z/(Q). Soient M’ et N’ les 
sous-C,-modules de M, et N, form& des Ckments homogknes de degrC zCro, 
les applications canoniques de B, (&, M’ dans MI et de B, &-, N’ dans NI 
sont des isomorphismes de B,-modules. L’ensemble 5’ = C n (B - A?‘) 
contient X,q et est une partie multiplicative de B, B, , C et C, ; on a 
(B - A)” C S; on a BA = SFB = FBI, M, = S-lM = S-lM, , 
N, = S-lN = S-lN, ; les BA-modules MA et NA sont isomorphes g 
S-lB @s-lc S-lM’ et & SFB Qs-lc WN’. 
En vertu de [39, Chapitre V, C, Proposition 11, z(M) et x(N) se coupent 
proprement et le coefficient de P dans z(M) . z(N) est Czf, (-l)i Q , oh ei 
est la longueur du B&-module TorT-@(MA , NM). Nous allons montrer que 
chaque ei est un multiple de q, ce qui prouvera le lemme. Comme S-lB est un 
S-lC’-module libre, Toed N,#) est isomorphe g 
S-lB @s-It Torsi-lC(S-lM’, S-IN’). 
L’anneau B, est local de corps rCsidue1 K, done ei est le rang du K-espace 
vectoriel S-lB @s-It Torf-lC(S-lM’, WN’) qui est le produit par q du 
rang du K-espace vectoriel Torf-lC(S-lM’, S-lN’). 
PROPOSITION 8. Soient K un corps, n >, 1 un entier et ( fi)i=l,.,, ,m me 
suite d’&ments de K[X, ,..., Xm+J, dont aucun n’est nul, de degre’ (di)i,l,...,, , 
n-homogirze, saris terme constant, alors il existe un cycle r de LF+l, de dimension 1, 
positif, rationnel sur K, dont le support est contenu dans le support de chacun 
des diviseurs ( fi), tel que l’origine appartienne au support de r et ait SUY r une 
multiplicite’ congrue 2 d, ‘.. d, modulo n, et que T soit invariant par l’action 
d’un .Ument quelconque du groupe des racines n-dmes de 1 dans une cl6ture 
algkbrique de K, ce groupe ope’rant SUY S m+l en sorte que, si 5 est un8 racine 
&me de 1 et si M = (x1 ,,.., x,+J est un point de Sm+l, alors {M soit le point 
(5x1 >-..a 5xm+1). 
Nous considkrerons Smf2 = Smfl x 9 comme plongC dans Pmfl x S 
par une identification de Sm+l au complCmentaire d’un hyperplan de Pm+l. 
Pour un cycle z de Sm+2, nous noterons z’ le cycle de Pm+1 x S qui est 
l’adhkrence de z. Soient D la droite de Sm+2 d’kquations XI = ... = X, = 0 
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et X,,, = 0 et, pour i = I,..., m, gi le polynome X2 + X,+,(f, - Xp) de 
qx, >..., xwzl. 
Let diviseurs (gJ’,..., (g,)’ et (Xm+a) de Pm+l x S1 se coupent propre- 
ment et leur produit d’intersection est di .‘. d,D’, en vertu de l’associativite 
de ce produit. Toute composante de I’intersection des supports des diviseurs 
(gi),..., ( gm) qui a S1 pour projection geometrique sur le m + 2-&me facteur 
de Sm+2 est de dimension 2; en effet, soit V une telle composante; la projection 
ensembliste de T/’ sur S est S, en vertu de [45, Chapitre 7, no 5, Corollaire 
du ThCoreme 71; I’intersection des supports de I” et (Xm+a)’ est non vide et 
contenue dans D’, done V’ est de dimension <2; il en resulte que V est de 
dimension 2. Soit x le cycle de S m+2 tel que toute composante de z ait S 
pour projection geometrique sur le m + 2-&me facteur de Sm+2 et que toute 
composante de (g,) . ... . (g,,J - z ait une projection geometrique distincte 
de 9 sur ce m&me facteur, alors .a est un cycle de dimension 2, rationnel 
sur K, dont le support contient la droite d’equations Xi = ... = Xm+, = 0. 
Soient T = (t) un point generique de S’ et L une cloture algebrique de 
K(t). Pour i = I,..., m, soit hi I’ClCment de K(t)[X, ,..., X,,,] obtenu en 
substituant t B X,,, dans g, ; les polynomes hi sont n-homogenes. Soit x(T) 
le cycle de Sm+l tel que x(T) x T = z ’ (Sm+l x T); c’est un cycle de 
dimension 1, rationnel sur K, dont le support contient l’origine de Sm+l. 
Les diviseurs ( gi),..., ( gm) et (X,,,, - t) se coupent proprement et leur 
produit d’intersection est z(T) x T; on a z(T) = (A,) . ... . (A,) et a(T) 
est invariant par les elements du groupe des racines n-emes de 1. Soient B 
l’anneau LIXl ,..., X,,,] muni de sa graduation canonique de type Z/(n) et C 
l’ideal grad& de B engendre par les polynomes hi , alors z(T) est le cycle de 
dimension 1 associe au B-module grad&-B/& et z(T) et B/e ont m&me 
support; cela resulte d’un usage rep&C de la Proposition 1 du Chapitre V, C 
de [39], sous sa forme locale. 
Pour X dans K, soit x(X) le cycle de Sm+l tel qu’on ait x(h) x (A) = 
z . (S”+l x (A)); c’est un cycle de dimension 1, rationnel sur K, dont le 
support contient l’origine et on a z(O) = dl ... dJ, oh d est la droite de 
Sm+l d’equations Xi = ... = X, = 0. Montrons que la multiplicite de 
I’origine sur z(X) est congrue modulo n a dl ... d, ; il suffit de montrer que les 
multiplicites de I’origine sur a(A) et x(T) sont congrues modulo n. Soit H un 
hyperplan de S m+l contenant l’origine et generique parmi ceux qui contien- 
nent I’origine, la multiplicite de l’origine sur a(A) est le coefficient de ce point 
dans z(X) . H; en vertu de [45, Chapitre 8, Corollaire du ThCoreme 71, ce 
coefficient est la somme des coefficients de z(T) . H en les points de ce cycle 
dont I’origine est une specialisation au dessus de (t) - (A). 11 suffira done de 
montrer que, si X est I’ensemble des points du support de z(T) . H, distincts 
de l’origine et dont I’origine est une specialisation au dessus de (t) + (A), 
alors la somme des coefficients des elements de X dans z(T) . H est un 
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multiple de n. Soient p l’exposant caracteristique de K et Y un entier Ctranger 
a p tels qu’on ait n = par. Le groupe des racines n-emes de 1 saris une 
cloture algebrique de K est cyclique d’ordre r; tout element de ce groupe 
laisse invariants z(T) et H, done aussi a( I”) H et X; done r divise la somme 
des coefficients des elements de X. Lorsque p = 1, la demonstration est 
achevee; lorsqu’on ap > 1, le coefficient de tout Clement de X dans z(T) . H 
est un multiple de pa, en vertu du Lemme 1, d’oh le resultat dans ce cas. 
Le cycle z(X) est invariant par tout element du groupe des racines n-emes 
de 1; on le montre pour le support de z(h), puis pour z(h), grace au fait que 
tout point du support de a(X) est une specialisation au dessus de (t) - (A) 
d’un point de x(T). Le cycle z( 1) est le cycle r dont on a affirm6 l’existence. 
PROPOSITION 9. Soient p un nombre premier, K un corps dont toute 
extension jnie a pour degre’ une puissance de p et z un cycle de Sn, de dimension I, 
rationnel sur K, tel que l’origine appartienne au support de x et ait sur z une 
multiplicite’ &rang&e h p, alors il existe un point de P, distinct de l’origine, 
de$ni sur K, appartenant au support de z. 
Le corps K est infini, puisqu’un corps fini possede des extensions de tous 
degres. Soit m la multiplicitt: de l’origine sur z, il existe un Clement f de 
K[X, ,..., X,], non nul, de degre p, saris terme constant, tel que (f ) et z se 
coupent proprement, que le coefficient de l’origine dans (f ) . x soit m et que 
les cycles (f )’ et x’, adherences de (f ) t e z d ans l’espace projectif P”, n’aient 
pas de point commun a l’infini. Le degre de (f) . z est le produit par p du 
degre de z en vertu du theoreme de Bezout; le cycle (f) . z - m(O,..., 0) est 
rationnel sur K et de degre &ranger a p; pour un point M du support de ce 
cycle, le cycle premier rationnel sur K de composante M est de degre 
etranger h p; le point M est done defini sur K. 
THBORBME 2. (i) Soit K un corps, les trois conditions suivantes sont 
iquivalentes: K est algibriquement ~10s; dd(K) = 0; dd,(K) = 0. Supposons ces 
conditions satisfaites et soit s un systkme d’entiers, on a 
$(K, s) = +,(K s) = rang(s). 
(ii) Soient p un nombre premier, S l’ensemble des entiers 3 1 et &rangers ci 
p et K un corps, les quatre conditions suivantes sont kquivalentes: le degre’ de 
toute extension Jinie de K est une puissance de p; le degre’ de toute extension 
de K, jinie et distincte de K, est un multiple de p; dd,(K) = 0; dd,(K) = 0. 
Supposons ces conditions satisfaites; soit s un systlme d’entiers dont le support est 
forme’ d’e’le’ments e’trangers ci p, on a $(K, s) = +,(K, s) = rang(s); tout 
polyn6me sur K, anisotrope, non nul, de degre’ ou d’ordre e’tranger h p a une 
indtQermi&e. 
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Demontrons (i). Soient K un corps algebriquement clos et f = ( fi)i=l,...,n 
une suite d’elements de K[X, ,..., Xn+J, saris terme constant; soit B 
l’ensemble algebrique des points x de S n+l tels qu’on ait f?(x) = 0 pour 
tout i; toute composante de B est de dimension 21, en vertu de [45], 
Chapitre 4, no 4, Theo&me 7; soit Vune composante de B contenant l’origine, 
V possede un point defini sur K et distinct de l’origine, en vertu de [45, 
Chapitre 4, no 1, Proposition 31; done f est isotrope. Ainsi, pour un corps 
algebriquement clos K, on a #(K, s) = $,(K, s) = rang(s), pour tout systeme 
d’entiers s, et on a dd(K) = &r(K) = 0. Soient L un corps non algebrique- 
ment clos et f un Clement non constant de L[X,], n’ayant pas de zero dans L, 
l’homogeneise de f par rapport a X2 est anisotrope et on a dd(L) > 0; d’oh 
l’equivalence des trois conditions. 
Demontrons (ii). Soit K un corps dont toute extension finie a pour degre 
une puissance de p; soit f = (fi)i=l.....n une suite d’elements de 
K[Xl ,***, Xn+J, tous Ctant non nuls, p-homogenes et de degres Ctrangers a p, 
la proposition 8 appliquee a f nous fournit un cycle r de Sn+l auquel on 
applique la Proposition 9, on obtient ainsi que f est isotrope; pour tout 
systeme d’entiers s dont le support est forme d’elements Ctrangers a p, on a 
4(K s) = 4,(K s) = rang(s); on a d&(K) = d&(K) = 0; tout polynome 
sur K, anisotrope, non nul et de degre etranger B p, a une indeterminee en 
vertu de la Proposition 6; soit f un Clement de K[X, , X2], non nul et d’ordre 
d, d Ctant un entier 31 et etranger a p, l’origine appartient au support du 
diviseur (f) et est de multiplicite d sur ce diviseur, done f est isotrope en 
vertu de la Proposition 9. 
Soit K un corps dont toute extension finie, distincte de lui-m&me, a pour 
degre un multiple de p; le degre d’une extension finie et galoisienne de K est 
une puissance de p, puisque le corps des invariants d’un p-sous-groupe de 
Sylow du groupe de Galois d’une telle extension est necessairement le corps 
K; le degre d’une extension finie et separable de K est une puissance 
de p; enfin, le degre d’une extension finie de K est une puissance de 
p, puisque, si le corps K n’est pas parfait, il est de caracteristique p. 
Soit L un corps qui possede une extension finie, distincte de lui-m&me 
et de degre Ctranger a p; soient x, n’appartenant pas a L, un Clement 
d’une telle extension et f dans L[X,] le polynome minimal de x sur 
L; le degre de f est Ctranger a p et 1’homogCntisC de f par rapport 
a X2 est anisotrope; on a dd,(L) > 0; d’oh l’equivalence des quatre 
conditions. 
LEMME 2. Soient (z&~ ,....n me suite d’entiers naturels dont aucun n’est 
nul, d le p.g.c.d. de cette suite et u le plus grand des ui ; alors, pour tout multiple 
m de d, suptkieur ou Algal h nu2, il existe des entiers naturels z1 ,..., x, tels que 
m = xlul -+ ... + z,u, . 
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On raisonne par recurrence sur n. 11 existe une suite (xJi=i,.., ,n d’entiers 
rationnels telle qu’on ait m = xlul + ... + x,24, ; on peut supposer 
0 < x, < u1 ; l’entier m - x,u, est >(n - 1) u2 et est un multiple du 
p.g.c.d. des entiers u1 ,..., u,-r et on lui applique l’hypothbe de recurrence. 
LEMME 3. Soient E une partie non vide de N, distincte de {0}, telle que 
toute somme de deux e’ltknents de E appartienne & E et d le p.g.c.d. des e’lt?ments 
de E, alors il existe un entier m tel que tout multiple de d, qui soit >,m, appartienne 
ir E. 
L’ideal de Z engendre par E est (d), done d est le p.g.c.d. d’une suite finie 
d’elements de E, a laquelle on applique le lemme precedent. 
PROPOSITION 10. (i) Soient K un corps et S une partie multiplicative de N 
tels qu’on ait dd,(K) = 0 (resp. n > 1 un entier tels qu’on ait dd,(K) = 0); 
alors, si K n’est pas algibriquement clos, il existe un nombre premier p et un seul 
tel qu’on ait dd,(,)(K) = dd,(K) = 0, S(p) &ant l’ensemble des entiers > 1 
et htrangers h p, et, de plus, S est contenu dans S(p) (resp. p divise n). 
(ii) Soient K un corps, S une partie multiplicative de N telle que 
dd,(K) --= 0 (resp. n 3 1 un entier tel que dd,(K) = 0) et s un systBme 
d’entiers dont le support est contenu dans S (resp. est forme’ d’entiers e’trangers 6 n), 
on a +(K, s) x rang(s) (resp. &(K, s) = rang(s)). 
L’affirmation (ii) est une consequence de (i) et du ThCoreme 2. Demontrons 
(i). Pour un entier n >, 1, nous noterons S(n) l’ensemble des entiers 31 et 
&rangers a n. 
Soient K un corps non algebriquement clos tel que dd,(K) = 0 et E 
l’ensemble des entiers x > 1 tels qu’on ait 4(K, X) > 1; alors E n’est pas 
vide et la somme de deux elements de E appartient a E. Soit d le p.g.c.d. 
des elements de E; il existe des entiers aussi grands qu’on veut qui n’ap- 
partiennent pas a E, a savoir les elements de S; done, en vertu du Lemme 3, 
on a d # 1. Soit q un diviseur premier de d, q divise tout Clement de E, done 
on a dd,(,)(K) = 0; en vertu du Theo&me 2, on a dd,(K) = 0 et toute 
extension finie de K a pour degre une puissance de q. 11 en resulte que 
d est une puissance d’un nombre premier p et qu’on a dd&K) = 
dd,(K) = 0. Soit s appartenant a S, aucune puissance de s n’appartient a E; 
done, en vertu du Lemme 3, s est &ranger a p. 
Soit K un corps non algebriquement clos tel que dd,(K) = 0; on a 
dd,(,)(K) = 0; done il existe un nombre premier p et un seul tel que 
dd&K) = ddd,(K) = 0; on a S(n) C S(p) et p divise n. 
Remarque. 11 n’existe pas de corps K tel qu’on ait 0 < dd(K) < I 
(resp. 0 < dd,(K) < 1); en effet, soit K un corps tel que dd(K) > 0 (resp. 
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dd,(K) > 0); alors, en vertu du ThCoreme 2, K possede une extension 
finie L, distincte de lui-m&me; tout polynbme norme de L sur K est anisotrope, 
d’oh dd(K) 3 1 et L&(K) > 1. Soient p un nombre premier et S l’ensemble 
des entiers 31 et &rangers a p, il n’existe pas de corps K tel qu’on ait 
0 < dd,(K) < 1 (resp. 0 < d&(K) < 1); en effet, soit K un corps tel que 
dd,(K) > 0 (resp. d&(K) > 0); 1 a ors, en vertu du Theo&me 2, K posdde 
une extension finie L, distincte de lui-m&me, de degre Ctranger a p; tout 
polynome norme de L sur K est anisotrope, d’ou dds(K) >, 1 et dd,(K) >, 1. 
5. Changement d’anneau 
Soient S une partie multiplicative de A ne contenant pas zero, f une famille 
finie et anisotrope de polynomes sur WA et a un Clement de 5’ tel que uf 
ait ses coefficients dans A, alors uf, consideree comme une famille de 
polynomes sur A, est anisotrope; done, si n. 3 1 est un entier et t un systeme 
d’entiers, on a &(S-IA, t) < $,(A, t) et dd,(S-lA) < dd,(A). 
Soient I un ensemble ordonne filtrant a droite, (A&t une famille croissante 
de sous-corps du corps A (resp. une famille croissante de sous-anneaux de 
l’anneau A) telle que A soit la reunion des Ai et f une famille finie de 
polynomes sur A; pour que f soit anisotrope, il faut et il suffit que, pour tout 
i dans I, tel que les elements de f aient leurs coefficients dans Ai, f soit 
anisotrope en tant que famille de polynomes sur Ai ; done, si n > 1 est un 
entier et s un systeme d’entiers, on a 
&4, s) < lim sup +(Ai , s)(resp. &(A, s) < lim sup MAi , s)); 
on en deduit que, si T est une partie multiplicative de N, on a 
dd,(A) < lim sup dd,(Ai)(resp. dd,(A) < lim sup dd,(AJ). 
THBORBME 3. (i) Soient A un corps, B une extension$nie de A et S une 
partie multiplicative de N, on a dds(B) < dds(A). 
(ii) Soient n > 1 un entier, A un anneau integre, B un anneau integre 
contenant A, libre et de rang fini comme A-module, et supposons que A verajie 
l’une des deux conditions suivantes: A est un corps; dd,(A) > 0. Alors on a 
ddn(B) < dd&V 
Demontrons (i) (resp. (ii)). Soient (b&,, une base du A-module B et 01 
le nombre dds(A) (resp. dd,(A)). On peut supposer que 01 est fini. Soit f un 
element de B[X,]rEL , non nul, anisotrope, homogene (resp. n-homogene), 
de degre d, avec d dans S (resp. d &ranger a n). Soient u = (uL)reL la famille 
d’elements de B[XJisKXL telle qu’on ait ur = CkEK Xc,,,)b, , pour tout I dans 
L, et g = (RIM la famille d’tlements de AIXiliGKXL telle qu’on ait 
f(u) = CksKgkbk. Alors g est anisotrope et a tous ses elements homogenes 
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et de degri: d (resp. n-homogenes, de degri: <d et de degre congru a d modulo 
n). Soient K le cardinal de K et h le cardinal de L, il resulte du ThCoreme 1 
et de la Proposition 10, (ii) (resp. du Theo&me 1, de la Proposition 10, (ii) 
et de la Proposition 5) qu’on a 14 < Kda; done on a h < db. 
COROLLAIRE. (i) Soient K un corps, L une extension algebrique de K, S 
une partie multiplicative de N et n >, 1 un entier, on a dds(L) < dds(K) et 
dd,(L) < dd,(K). 
(ii) Soient n 3 1 un entier, A un anneau integre et B un anneau integre 
contenant A. Supposons qu’on ait dd,(A) > 0 et que toute partie finie de B 
soit contenue dans un sous-anneau de B contenant A et qui soit un A-module 
libre de rang fini, alors on a dd,(B) < dd,(A). 
PROPOSITION 11. Soient K un corps et h l’homomorphisme canonique de K 
dans K(X). Soit f un element de K[X, ,..., X,], non nul, de degre d, homogtne et 
anisotrope, le polyndme C:$’ Xih( f )(Xin+l ,..., Xin+J de K(X)[X, ,..., X,,] 
est non nul, de degre d, homogene et anisotrope. Pour tout entier x 2 1, on a 
WWQ 4 3 xW, 4. 
Soit g le polynbme consider+, nous raisonnerons par l’absurde en supposant 
g isotrope. Alors g possede un zero non banal z dans K[X] et on peut supposer 
que l’une des coordonnees de x n’est pas divisible par X. Soit 1 le plus grand 
entier tel que les elements de x d’indice <ln soient multiples de X; alors, 
X’h(f )(+z+l >...> ~ln+n) est un multiple de Xz+l et h( f )(zln+l ,..., zln+J est 
un multiple de X. Si, pour y dans K[X], on note y’ le terme constant dey, 
on a f (z;,+i ,..., zin+,) = 0, ce qui est absurde. 
on??$$) 
oient A un corps et S une partie multiplicative de N, 
s =?id :A) + 1. s 
(ii) Soient n 2 1 un entier et A un anneau integre satisfaisant l’une des 
deux conditions suivantes: A est un corps; dd,(A) > 0. Alors, on a 
d4MX1) < 4W + 1. 
Sous les hypotheses de (i), on a, en vertu de la proposition precedente, 
dds(A(X)) >, dds(A) + 1.11 reste done a montrer que, sous les hypotheses de 
(i) (resp. (ii)), on a 
dd,(A(X)) < dd,(A) + 1 (rev. dd,(A[Xl) < 4(A) + 1). 
Soient B = A[X] et 01 = dds(A) (resp. 01 = dd,(A)). On peut supposer que 
01 est fini. Soient d un element de S (resp. un entier >,I et Ctranger a n), f un 
Clement de B[X&t , non nul, de degre d, anisotrope, homogene (resp. 
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n-homogene) et p le degre de f comme polynome en X a coefficients dans 
4X&l - Soient K un entier, K I’intervalle [O,..., K] de N et u = (zQ)~~~ la 
famille d’elements de BIXr]r,I,K telle que, pour i dans I, on ait 
alorsf(u) est un Clement homogene (resp. n-homogene) de BIX,]r,I,, dont 
le degre par rapport a X est <xd f p. Soit g = ( gm).m=O,.,. ,Kd+e la suite 
d’elements de A[X,],,r,, telle qu’on ait f(u) = Czzp+” Xmgn, , alors g est 
anisotrope et chacun des g, est homogene de degre d (resp. n-homogene, de 
degre <d et de degre congru a d modulo n). Soit L le cardinal de I, il resulte 
du ThCoreme 1 et de la Proposition 10, (ii) (resp. du Theo&me 1, de la 
Proposition 10, (ii) et de la Proposition 5) qu’on a L(K + 1) < (Kd f p + 1) dR. 
Done on a rc(t-d~fl)<(p+l)ddi-c; cette inegalite Ctant satisfaite 
par tout entier K, on a L < d”+l. 
COROLLAIRE 1. Soient K un corps et S une partie multiplicative de N. 
Supposons que dds(K) soit un entier n et que, pour tout s duns S, on ait 
9w, 4 = s”, alors on a +(K(X), t) = tn+l, pour tout t duns S. 
C’est une consequence du theoreme, compte tenu de la Proposition II. 
COROLLAIRE 2. Soient K un corps, n > 1 un entier et S l’ensemble des 
entiers 21 et Mrangers a n. Supposons qu’on ait dd,(K) = dds(K), alors on a 
dd,(K[X]) = dd,(K(X)) = dd,(K) + 1. 
COROLLAIRE 3. Soient A un anneau integre, n > 1 un entier et S l’ensemble 
des entiers 31 et &rangers a n. Supposons qu’on ait dd,(A) = dds(K) > 0, 
alors on a dd,(A[X]) = dd,(A) + 1. 
PROPOSITION 12. Soit A un corps (resp. un anneau integre). Soient h 
l’injection canonique de A duns A(X) (resp. A[X]) et f une famille finie et 
anisotrope de polyndmes sur A; alors, si A est infini, h( f ) est anisotrope. Soient 
n > 1 un entier et s un systkrne d’entiers, on a +(A(X), s) > +(A, s), 
MA(X), s 3 AdA, 4 et dd,(A(W 2 4M (resp. 4&Wl, 4 2 444 4 et 
&&WI) > dd,W). 
Raisonnons par l’absurde, en supposant h( f ) isotrope. Soit x = (x& 
un zero non banal de f dans A(X) (resp. A[X]); en vertu de la Proposition 3 
de la Section I, il existe un Clement a de A, substituable dans chacun des xi 
et tel que x(a) # 0; on a f(x(a)) = 0, ce qui est absurde. Lorsque A est 
infini, la seconde partie de la proposition resulte de la premiere. Lorsque A 
est fini, A est un corps fini, alors, si d = (di)i,l,..... est une suite d’entiers, 
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dont aucun n’est nul, le Corollaire 1 du ThCoreme 4 et la Proposition 7 nous 
donnent #l(X), a) = 4” + ... + d,2; le ThCoreme 4 et la Proposition 7 
nous donnent +,(A[X], a) = d12 + ... + dr2; d’ou le resultat, dans ce cas. 
Remarque 1. Soient i l’injection canonique de F, dans F,[X] et f le 
polynome X,2 + X,X, + X23 de F,[X, , X2]; alors, f est anisotrope et i(f) 
est isotrope, puisqu’on af(X3 + X2, X2 + X) = 0. 
PROPOSITION 13. Soient n > 1 un entier, S une partie multiplicative de N, 
k un corps, K un surcorps de k dont le degre de transcendance sur k est fini et p 
ce degre’, alors on a dds(K) < dd,(k) + p et dd,(K) < dd,(k) + p. 
C’est une consequence du ThCortme 4 et du corollaire du Theo&me 3. 
Remarque 2. Soient S une partie multiplicative de N, K un corps, L 
une extension de type fini de K et p le degre de transcendance de L sur K; 
supposons que, pour toute extension finie E de K, on ait dds(E) = dds(K), 
alors on a dds(L) = dds(K) + p; le lecteur en trouvera une demonstration 
dans [36], pages 36 a 38. 
6. Polyn&nes anisotropes maximaux 
DEFINITION 4. Soient A un corps (resp. un anneau indgre), n > 1 un 
entier et f une famille finie de polynomes sur A, on dit que f est anisotrope 
maximale (resp. anisotrope n-maximale), si les quatre conditions suivantes 
sont satisfaites: f est anisotrope; f est homogene (resp. n-homogene); tout 
Clement de f est non nul; si s est le systeme d’entiers associe au degre de f, 
le nombre des indtterminees de f est $(A, s) (resp. $,(A, s)). 
Soit f un polynbme, on dit que f est anisotrope maximal (resp. anisotrope 
n-maximal), si la famille (f )cf) est anisotrope maximale (resp. anisotrope 
n-maximale). 
PROPOSITION 14. Soit K un corps, toute famille de polyndmes sur K, dont 
la composante homogt%ne de plus haut degre’ est anisotrope maximale, possede un 
zero dans K. 
Soient f une telle famille d’elements de K[X,],, , F la composante homogene 
de plus haut degre de f, j un objet n’appartenant pas a I, h 1’homogtnCisC de f 
par rapport a Xj et x = (Xg)kelUiij un zero non banal de h dans K. L’ClCment 
xi est non nul; car si xj est nul et si y est la restriction de x a I, on a F( y) = 0; 
d’ou y = 0 et x = 0, ce qui est absurde. La restriction a I de x;‘x est un zero 
de f dans K. 
COROLLAIRE. Soient K un corps et f une famille finie anisotrope maximale 
de polyndmes sur K, la fonction polyndme dejnie par f et par K est surjective. 
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PROPOSITION 15. Soient K un corps jini et f = (f&, et g = ( gJiCI deux 
families finies d’&ments d’une m&me algibre de polynhnes SW K; supposons que f 
soit anisotrope I-maximale, de degre’ (dJisl , et que, pour tout i, gi soit de degre’ 
<di - 1, alors f + g pos&de un z&o dans K. 
Cela resulte de l’application a f et a f + g du Corollaire 1 du Theo&me 1 
de la Section I. 
COROLLAIRE. Soient K un corps jini et f une famille finie et anisotrope 
I-maximale de poltimes sur K, alors la fonction polyndme d+nie par f et par 
K est surjective. 
Remarque. Soient K un corps algebriquement clos et f = ( fi)i=l,z 
la suite d’elements de K[X, , X,] definie par fi = XI et fi = X,X, - X2 ; 
alors f est anisotrope 1-maximale et la fonction polynome definie par f et par 
K ne prend pas la valeur (1, 1). 
7. Relations avec le groupe de Brauer 
Pour un corps k, on note G, le groupe de Galois relatif a k d’une clBture 
separable de k. Soient G un groupe profini et p un nombre premier, on note 
cd(G) la dimension cohomologique de G et cd,(G) la p-dimension cohomo- 
logique de G. 
Soit k un corps, les conditions suivantes sont Cquivalentes: dd(k) = 0; 
cd(G,) = 0 et k est parfait. De plus, si p est un nombre premier et S 
l’ensemble des entiers 31 et Ctrangers a p, les conditions suivantes sont 
Cquivaientes: dd,(k) = 0; pour tout nombre premier q # p, on a cd&G,) = 0 
et k est ou bien parfait ou bien de caracteristique p. 
PROPOSITION 16. Un corps K tel que dd(K) < 2, a un groupe de Brauer 
nul. Soient p un nombre premier et S l’ensemble des entiers > 1 et &rangers ir: p, 
le groupe de Brauer d’un corps K tel que dd,(K) < 2, est un p-groupe. 
La premiere affirmation resulte de la seconde. Soit K un corps tel que 
dd,(K) < 2, il suffit de montrer que I’ordre de tout Clement non nul du groupe 
de Brauer de K est un multiple dep. Soient x un Clement non nul du groupe 
de Brauer de K et D un corps non commutatif, de centre K, de rang fini n2 
sur K, n’etant un entier nature& et de classe x; un polynome norme reduite 
de D sur K est anisotrope, homogene, de degre n et posdde n2 indeterminees; 
done n n’appartient pas a S et p dike n; done, en vertu de [19, p. 59, Satz 21, 
p divise l’ordre de x. 
COROLLAIRE. Soit K un corps tel que dd(K) < 2, alors le groupe de Brauer 
de toute extension a@brique de K est nul et on a cd(G,) < 1. Soient p un 
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nombre premier, S l’ensemble des entiers >,1 et &rangers ri p et K un corps 
tel que dd,(K) < 2, alors le groupe de Brauer de toute extension algbbrique de 
K est un p-groupe et, pour tout nombre premier q # p, on a cd,(G,) < 1. 
L’affirmation sur la dimension cohomologique resulte de celle concernant 
les groupes de Brauer, en vertu des Propositions 3 et 4 du Chapitre 2 de [38]. 
Remarque. J. Ax a construit dans [4], un corps K ayant les trois proprietes 
suivantes: K est de caracteristique zero; dd(K) = +co; le groupe de Galois 
relatif & K d’une cloture algebrique de K est isomorphe au complete Z de Z 
pour la topologie des sous-groupes d’indice fini; pour un tel corps, on a 
cd(G,) = cd@) = 1, en vertu de [37, Chapitre 13, $1, Prop. 21. 
III. DIVERS 
1. Corps ordonh maximaux 
THBOR~ME 1. Soient K un corps ordonne’ maximal et I l’ensemble des 
entiers naturels impairs. On a dd,(K) = dd,(K) = 0. Pour tout systkme 
d’entiers s, on a +(K, s) = &(K, s) et cette valeur commune est rang(s), si le 
support de s est contenu dans I, et + co sinon. Pour tout systbme d’entiers s qui 
n’est ni de la forme (n), n e’tant impair, ni de la forme m(l), on a $,(K, s) = + co. 
Tout polyndme sur K, non nul, anisotrope et dont le degre’ ou l’ordre est impair 
a une indt%ermin&e. 
Soit d > 2 un entier pair, le polynome Xrd + ... + Xnd de K[X, ,..., X,] 
est anisotrope; on a done $(K, d) = +co et on a $(K, s) = +co, pour tout 
systeme d’entiers s dont le support contient un entier pair. Soient r > 2 
un entier, d = (dJi=l,. . . ,T une suite croissante d’entiers telle qu’on ait 
d, > 2 et e un entier pair tel que 2 < e < d, , alors la suite (f&,,,.. ,~ 
d’elements de K[X, ,..., X,] definie par fi = X,“i, pour i = l,..., r - 1, et 
parf, = Xp + Xee + ... + Xm5 est anisotrope; done on a $,(K, dj = + 00. 
Les autres affirmations sont des consequences du ThCoreme 2, (ii) de 
la Section II. 
Soient K un corps ordonne et f un Clement de K[X& , on dit que f est 
positif (resp. negatif), si, pour tout x dans KI, on a f (x) 3 0 (resp. f (x) < 0). 
PROPOSITION 1. Soit K un corps ordonne’ maximal, tout polyndme sur K, 
dont le nombre des indt!termintZes est jini et 22 et dont l’ensemble des z.hros dans 
K est jki, est positif ou nhgat$ 
Soit f un tel polynome appartenant a K[X&, . Soient a et b des elements de 
K’ tels que la droite ab de I’espace affine K’ ne contienne aucun zero de 
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f et g le polynomef(a + X(b - a)) de K[X], alors g n’a pas de zero dans K; 
done, g est positif ou negatif, en vertu de Bourbaki, A&., Chap. 6, 92, 
Prop. 5; done on af(a)f(b) = g(O)g(l) > 0. Soient u et v des Clements de 
K’ qui ne sont pas zeros de f, il existe un Clement w de KI tel que les droites 
uw et VW de KI ne contiennent aucun zero de f; on a f(u) f (w) > 0 et 
f(v) f (w) > 0, d’aprb ce qui precede; done on a f (u)f(v) > 0. 
Remarque. Soient K un corps ordonne maximal, f = (fi)c=l,e..,n une 
suite d’elements de K[X, , . . . , X,,,] telle que chacun des fi ait ses composantes 
homogenes de degre pair nulles, g un Clement de K[X, ,..., Xn+J, anisotrope, 
homogene et positif et a un Clement positif de K, alors il existe un Clement x 
de Kni-l tel qu’on ait f (x) = 0 et g(x) = a. 
En voici une esquisse de demonstration: on peut supposer que K est le 
corps des nombres reels, puisqu’en vertu de [26, Chapitre 4, V], l’ensemble 
des axiomes des corps ordonnes maximaux est sature pour le langage des 
corps ordonnes; on demontre, a l’aide de la Proposition 8 de la Section II, 
l’existence d’une courbe algebrique C de l’espace affine Sn+l, definie sur R, 
contenant l’origine de Sn+i, symetrique par rapport a l’origine, de degre 
impair et telle que, pour tout i tel que fi soit non nul, le support de C soit 
contenu dans le support du diviseur ( fi); soient c’ l’ensemble des points de C 
qui appartiennent a R lL+l et D la composante connexe de l’origine dans C’ 
lorsque c’ est muni de la topologie induite de celle de R”+l, on montre que 
D est ferme et n’est pas compact; I’ensemble des nombres reels de la forme 
g(x) - a, pour x appartenant a D est connexe, contient --a < 0 et contient 
des nombres reels >0, puisque g(x) tend vers +a, lorsque x appartenant a 
Rn+l tend vers l’infini; done il existe x appartenant a D tel que g(z) = a. 
Soient K un corps ordonne maximal, f le polynome Xa3(1 - Xi2) - Xi 
et g le polyn6me X22(1 - X,2)2 + Xi2 de K[X, , X2]; on voit que f a ses 
composantes homogenes de degre pair nulles, que g est anisotrope et positif; 
neammoins, au contraire de ce qui aurait lieu si g ttait homogene, il n’existe 
pas d’element z de K2 tel qu’on ait f(z) = 0 et g(z) = 1. En effet, si (x1 , x2) 
appartenant a K2 a cette propriete, on a xi2 # 1; d’oh x23 = x1(1 - xi2)-l 
et x22 = (1 - xX2)-l; d’oh xi 4 - xi2 + 1 = 0; ce qui est absurde. 
2. Compuruison de + et de $I 
Voici un exemple de corps K et d’entier d tels qu’on ait qS,(K, d) > +(K, d): 
soit L un corps ordonne maximal, on a +(L(X), 9) = 9, en vertu du ThCoreme 
1 du paragraphe precedent et du Corollaire 1 du Theo&me 4 de la Section II 
et on a +,(L(X), 9) = $-co, puisque, pour tout entier n > 2, le polynbme 
x19 - X(X12 + *I. + X,2)3 de L(X)[X, ,..., X,l est anisotrope. On peut 
construire des exemples semblables avec des corps de la forme E(X), oh E 
est un corps de dimension zero. 
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PROPOSITION 2. Si, SW un corps K, on a un polyndme non nul, anisotrope, 
d ‘ordre d et de de& d -+ 1, alors K est un corps$ni dont le nombre des &ments 
est <2d. 
Soientfappartenant a K[X& un tel polynome etfd etf,,, les composantes 
homogenes de f de degres d et d + 1. La fonction polynome definie par 
fdfdfl et par K est nulle, car, s’il existe un x de K1 tel qu’on ait 
(fdfd+W f 0, alo3 -fdWfd+&Y x est un zero non banal de f dans K. 
Les coefficients des monomes de fd fd+l de la forme Xsd+’ sent nuls; le degre 
de fd fd+l par rapport a chacune de ses indeterminees es: <2d; la Proposition 3 
de la Section I montre que K est fini et le Corollaire 1 de cette proposition 
permet de conclure. 
PROPOSITION 3. Soit K un corps, on a 
MK, 2) = rb(K, 2) et +,(K 3) < Sup(W, 3),$(K, 2) + 1). 
Ces relations sont satisfaites quand K est fini, en vertu de la Proposition 3 
de la Section II et nous supposerons que K est infini. L’CgalitC de +,(K, 2) et 
de $(K, 2) est consequence de la Proposition 2. Soient f un Clement de 
KK ,..., &I, non nul, anisotrope et de degre 3 et fi , fi , f3 ses composantes 
homogenes de degres 1,2, 3. Si fi est nul, fi est nul en vertu de la Proposition 2 
et on a n < +(K, 3). Nous pouvons done supposer qu’on a fi = Xl . Le 
polynome X, divise fi f3 ; sinon, le polynome anisotrope obtenu en annulant 
Xi dans f, a 2 et 3 pour degres de ses composantes homogenes non nulles, 
ce qui est absurde, vu la Proposition 2. Supposons que X, divise f3 , alors 
le polynome anisotrope obtenu en annulant X1 dans f est homogene et de 
degre 2, done on a n - 1 < $(K, 2). Supposons que Xi divise fi et soient g 
le polynome anisotrope obtenu en annulant X, dans f et h 1’ClCment de 
K[& ,..., X,] obtenu en substituant 1 a Xi dansfi h n’a pas de zero dans K 
et ag pour composante homogene de degre 3; done, en vertu de la Proposition 
14 de la Section II, on a n - 1 < $(K, 3). 
Renaarque. Soit K un corps, on a 
log, MK, 3) d sudlog, W, 2), log, WC 3)) 
et, par suite, log,+,(K, 3) < dd(K). En effet, si +(K, 3) = 1, le corps K est 
infini et on a +,(K, 3) = 1, en vertu de la Proposition 6 de la Section II; d’oh 
l’inegalite dans ce cas. Nous pouvons supposer qu’on a $(K, 3) 2 2. Si l’on a 
+W, 2) = 1, on a &(K 3) d +(K, 3) en vertu de la Proposition 3; d’oh 
l’inegalite. Si l’on a +(K, 2) > 2, l’inegalite resulte de la Proposition 3 et 
du fait que, pour tout nombre reel x > 2, on a log,(x + 1) < log, x. 
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3. Questions 
La partie (i) du Thtoreme 1 de la Section II peut-elle &tre gbnCralisCe de 
la facon suivante: pour tout corps K tel que oi = dd(K) soit fini et pour toute 
suite d = (di)i,I,...,, d’entiers naturels non nuls, on a 
cj(K, d) < dIol + ... + d,=? 
Un anneau indgre de l-dimension diophantienne zero a un corps des 
fractions algebriquement ~10s; existe-t-i1 de tels anneaux qui ne soient pas 
des corps ? S’il y en a, peut-on Ctendre a ces anneaux les Theoremes 1, 2, 
3 et 4 de la Section II? 
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